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Die de Bro gliesche Relation fiir das Phonon wird untersucht. Es stellt sich heraus, da3 die
Differenz zwischen dem Impuls des Gitters und dem ,,Pseudoimpuls des Schalls* (2 n % R) eine un-
gefdhr konstante Grof3e ist. Ihr Sinus ist streng konstant; es wird auseinandergesetzt, wieso der Arkus-
sinus einer konstanten Observablen sich stetig mit der Zeit dndern kann. Der ,,Pseudoimpuls® wird
auf die ,infinitesimalen Verstellungen® des Gitters zuriickgefiihrt, wodurch die Ahnlichkeit und der
Unterschied zum Impuls (infinitesimale Translationen) verstindlich wird. Der Unterschied beider

Groflen besteht im wesentlichen in einer zyklischen Permutation der Atome.

Den allgemeinen Deformationszustand eines

Translationsgitters kann man in der ,harmoni-
schen Niherung“ bekanntlich! in fortschreitende
ebene Wellen zerlegen. Dabei denkt man sich die
potentielle Energie in eine Taylor-Reihe nach den
Auslenkungen entwickelt und berticksichtigt nur die
quadratischen Terme zwischen benachbarten Ato-
men. Die sich daraus ergebenden harmonischen
Wellen konnen eindeutig charakterisiert werden
durch die Angabe ihres ,,Schwingungstyps®“ s und
ihres Wellenvektors £. Fiir £ kommen nur gewisse
diskrete Werte in Frage, und ihre Anzahl ist gleich
der Zahl der Elementarzellen, aus denen das Gitter
besteht?. Die Zahl der Schwingungstypen s ist
gleich der dreifachen Zahl der einer Zelle ange-
horenden Atome?®. Jede dieser Wellen schwingt mit
einer festen Frequenz w{”. Nur fiir die drei Trans-
lationen ist w=0; die restlichen Freiheitsgrade
mit @ +#0 sind die eigentlichen Schallwellen. Nach
der Quantentheorie ist die ungestorte Schallwellen-
Bewegung eines Gitters nur der diskreten Energie-
werte E©’ = ¥ hw (n+3%) fihig mit (nichtnegati-
ven, ganzen) Quantenzahlen n{”; der Strich be-
deutet, daBl die drei Translationsterme absepariert
sind. Der Energiebetrag einer Schallwelle kann also
nur um ganze Vielfache des Wertes i @ zu- oder ab-
nehmen. Diese ,,Einheiten der Wellenerregung® nennt
man Schallguanten oder Phononen, entsprechend den

1M. Born u. K. Huang, Dynamical Theory of
Crystal Lattices (Oxford 1954). Vgl. auch den Artikel von
G.Leibfried in der 3. Auflage des Handbuches fiir Phy-
sik (Berlin 1955).

2 Die R/27 sind zunidchst nur bis auf einen Vektor des
reziproken Gitters definiert. Wir legen uns aber auf eine be-
stimmte Zelle des (2n-fachen) reziproken Gitters fest; ihr
Mittelpunkt soll bei B=0 liegen.

3 Bei den drei ,,akustischen Wellen, der ,longitudinalen“
(s=1) und den zwei ,transversalen“ (s=2,3), schwingen
die Atome iberwiegend im gleichen Takt; bei den iibrigen,

Lichtquanten oder Photonen der Elektrodynamik.
Im Unterschied zur Energie der Vakuumschwan-
kungen besitzt die Nullpunktsenergie Y th o des
Gitters physikalische Realitat. Fiir eine Flissigkeit
gilt im wesentlichen genau dasselbe, nur sind da die
mathematischen Zusammenhénge sehr viel schwerer
zu tibersehen als in einem kristallinen Korper.

Wie grol3 ist nun der Impuls des Schallfeldes?
Die feldtheoretische Analogie legt nahe, dem Pho-
non den Impulsvektor & £ zuzuschreiben. Diese in
der Literatur oft vertretene Vermutung erhilt eine

starke Stiitze durch die Tatsache, dall in der Leit-

fahigkeitstheorie die Grofe II=>"htn sich so
verhilt, wie man es vom Schallimpuls erwartet. Ge-
nauer gesagt: sie nimmt beim ,,akustischen Comp-
ton-Effekt“ um denselben Betrag ab, um den der
Elektronenimpuls p zunimmt. Das spricht sehr stark
dafiir, dal die de Brogliesche Relation auch fiir
Phononen gilt. Ein anderes, mehr formales Argu-
ment liefert die Braggsche Reflexionsbedingung,
wenn man sie als Impulserhaltungssatz deutet®. Sie
besagt namlich, dall ein Lichtquant oder auch ein
Elektron nur dann vom Gitter ,reflektiert wird,
wenn der dabei von ihm aufgenommene Impuls
gleich einem A-fachen Vektor des reziproken Gitters
ist. Obwohl die entsprechende Schallwelle gar nicht
existiert? und ein Phonon bei diesem Prozef} iiber-
haupt nicht aufzutreten braucht?®, sieht man doch

den ,optischen® Wellen dagegen (s=4,5,..., 3f) bleiben
die Schwerpunkte der Zellen im wesentlichen in Ruhe. Dieser
Unterschied ist um so ausgeprigter, je grofer die Wellen-
linge 27/k ist. Die drei akustischen Wellen unendlicher
Wellenlinge (s=1, 2, 3 mit k=0) stellen die drei Trans-
lations-Freiheitsgrade des Gitters dar.

4 Den Hinweis darauf verdanke ich einer Diskussion mit
Herrn Dr. W. Brenig.

5 Das folgt aus dem Energieerhaltungssatz oder auch dar-
aus, daf} man sich das Gitter in diesem Zusammenhang auch
als starren Korper vorstellen darf.
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2 G. SUSSMANN

auch an diesem Beispiel, daf} ein mit & multiplizier-
ter Wellenvektor des Gitters nicht nur die Dimen-
sion, sondern auch die physikalische Bedeutung
eines Impulses hat. Ein weiteres gutes Argument ist
die Kronigsche Ableitung® der Landauschen
Zweifliissigkeiten-Theorie des superfluiden Heliums,
denn sie macht wesentlichen Gebrauch von der An-
nahme, dal} die Phononen der de Broglieschen Re-
lation geniigen.

Trotzdem unterliegt es gar keinem Zweifel, daB
die Schallwellen keinen Impuls besitzen, denn sie
stellen zeitlich periodische, mechanische Bewegungen
dar (w0 +#0), durch die im Mittel keine Materie
transportiert werden kann. Nur die Translations-
bewegung kann einen von Null verschiedenen Im-
puls haben, wobei aber umgekehrt & £ =0 ist (eben-
so wie k ). Lediglich fiir die optischen Schwingun-
gen unendlicher Wellenldnge stimmt n & £ mit dem
Impuls iiberein; beide Groflen verschwinden hier
namlich.

Wir suchen nach einer Erklarung fiir diese Dis-
krepanz. Ebenso wie der Gitter_i’mpuls P=MNA

erfillt auch der ,,Pseudoimpuls“ II den Erhaltungs-

satz mit dem Impuls p = u ¢ des Elektrons?. Wie ist
es zu verstehen, daBl zwei kinetisch so verschie-
dene Groflen demselben Erhaltungssatz geniigen?

Wenn I—f nicht nur in den bisher betrachteten Fallen
und nicht nur in Verbindung mit den Leitungselek-

/ a) Vor dem Stof
4

Impuls des Pseudoimpuls des Impuls des
Elektrons: p Phonons: /=0 Gitters: P=0

tronen, sondern ganz allgemein den Impulssatz be-
folgt, so kann es von einem Impuls praktisch nicht
unterschieden werden, denn jede direkte Impuls-
messung beruht auf dem Erhaltungssatz. Der Impuls
eines noch nicht genau bekannten Objektes ist ja
definiert durch den (hypothetischen) Impulserhal-
tungssatz, dem es zusammen mit einem bekannten
System geniigt8. Kann die dynamische Impulsdefini-
tion bei einem mechanischen System zu einem ande-
ren Ergebnis fithren als die kinematische?

Diese Fragen werden wir hier an einem einfachen
Modell genau untersuchen. Im zweiten Teil der Arbeit
sollen die Uberlegungen verallgemeinert werden .
Wir kommen zu dem Ergebnis, daBl die Differenz

i
II - P=2 unter gewissen sehr allgemeinen und
noch genauer zu formulierenden Voraussetzungen
annihernd konstant ist. Der Geltungsbereich dieser

Aussage ist iiberraschend grof. Die Grofle I ist
also kein Impuls, aber sie mif¢ einen solchen. Das
Schallquant hat keinen Impuls, aber es ist mit
einem Anteil & £ des Gitterimpulses verkniipft. Diese
dynamische Kopplung ist aber nicht streng, son-
dern es besteht noch die Moglichkeit zu einem
Impulsaustausch des Gitters mit seiner Umwelt von
der Art der Laueschen Interferenz, bei der die Pho-
nonen nicht mitwirken, vgl. Abb.1. Sind an den
Vorgéingen nur lange Wellen (im Vergleich zur
Gitterstruktur) beteiligt, so ist die Intensitdt dieser
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b) Nach dem Stof

Impuls des
Gitters: T’

Pseudoimpuls des
—
Phonons: 11’

Impuls des
Elektrons: p’

Abb. 1. StoB eines Elektrons gegen ein Gitter. Erhaltung des Impulses: p+P=p'+P’. ,,Erhziljung“ des Pseudoimpulses:
p+II=p+II' mod kb, wobei b einen reziproken Gittervektor bezeichnet. Demnach ist J/—P=const mod R b.

$ L.D. Landau, J. Phys. US.S.R. 5, 71 [1941]; R.
Kronig, Physica 19, 535 [1953].

“"H. Frohlich, Adv. Phys. 3, 325 [1954]. Die in
dieser Arbeit auftretenden formalen Schwierigkeiten entfallen
bei Benutzung der Lagrangeschen Beschreibung des Kon-
tinuums.

8 Ein bekanntes Beispiel dafiir ist der Impuls des Neu-
trinos. Genau dasselbe gilt fiir den Drehimpuls, die Paritat
und andere Erhaltungsgroflen.

9 W. Brenig, Z. Phys. 143, 168 [1955], hat den
Gedankengang durch Ubertragung in die klassische Kon-
tinuumstheorie vereinfacht. In der klassischen Gittertheorie
dagegen verliert er, wie die Diskussion weiter unten zeigen
wird, seine Giiltigkeit. Die Arbeit von G. Beck (Anais.
Acad. Brasil. Ci. 26, 65 [1954]) ist hier leider nicht zu-
génglich.



UBER DEN IMPULS DER SCHALLQUANTEN I 3

»Umklapp-Prozesse“ so schwach, daB sie vernach-
ldssigt werden konnen. Dann ist der Pseudoimpuls
des Schallfeldes bis auf eine Konstante gleich dem
Impuls des Gitters. Diese Konstante O ist nicht
galileiinvariant und 148t sich leicht wegtransformie-
ren. Dies alles gilt fiir beliebige Wechselwirkungen
des Gitters mit Elektronen oder anderen Systemen,
jedoch von einer wichtigen Ausnahme abgesehen:
Nicht zugelassen sind duflere Felder, die (wie die
Schwerkraft) unter Umgehung der Schallwellen un-
mittelbar am Gitterschwerpunkt angreifen. Solche
nauBerlichen“ Krafte (die sich einer Periodizitats-
bedingung des Gitters nicht unterordnen lassen, son-
dern starke ,,Randeffekte® liefern) sind natiirlich
sehr wohl imstande, die ,,Konstante“ O zeitlich zu
verdndern.

Der Unterschied zwischen dem P und I7 be-
ruht darauf, dafl der Impuls eine infinitesimale
Translation (des Gitters) erzeugt, der Pseudo-
impuls dagegen nur eine Verstellung (der Deforma-
tion) um eine Gitterkonstante. Bei solch einer ,,Ver-
stellung® bleibt der Gitterschwerpunkt ungeédndert,
wahrend das Deformationsbild'® eine Translation
nachahmt; von Randeffekten ist dabei abzusehen.
In diesem Sinne kénnen wir sagen, dal} der Pseudo-
impuls des Schalls den Impuls des Gitters ,,nach-
zuahmen® versucht. Dieser Nachahmung sind durch
die atomistische Kristallstruktur und die Rand-
effekte leicht verstindliche Genauigkeitsgrenzen ge-
setzt.

1. Die lineare Kette

Wir betrachten eine aus N gleichen Teilchen der
Masse m bestehende lineare Kette mit der Gitter-
oder Kettenkonstanten a . Die Zahl N nehmen wir als
ungerade an und setzen N =2»+1; es sei /» > 1,
d. h. N eine sehr groBe Zahl. Die Gesamtmasse der
Kette ist M=N m und ihre Linge A=Na. In der
harmonischen Naherung besteht zwischen benach-
barten Atomen eine ,,Federkraft®, deren Konstante

10 Dabei werden die einzelnen Atome nicht voneinander
unterschieden.

11 Zu beachten ist insbesondere, da3 die Operatoren rz, gz
und R, vgl. (6), aus dem durch (4) abgegrenzten Hilbert-Raum
herausfiihren. Die dazugehorigen Observablen sind also nur
mod A definiert.

12 Dijese Ungleichung verletzt formal die Ununterscheidbar-
keit der Atome, denn sie beschrinkt die Konfiguration auf ein
Gebiet, das nicht gegeniiber allen Vertauschungen P der Teil-

mit m w? bezeichnet sei. Um die Formeln von un-
wesentlichen und lastigen Randeffekten freizuhalten,
denken wir uns die Kette periodisch fortgesetzt; N,
M und A bedeuten dann die Teilchenzahl, die Masse

und die Lange einer Kettenperiode.

Zur Charakterisierung der Teilchen benutzen wir
ihre Ruhelagen x als Indizes; x=0, *a, T 2a,
t3a, .... Die urspriinglichen Lagevariablen des
Systems sind die Ortskoordinaten r, der einzelnen
Atome. Oft ist es zweckmiBig, statt dessen die FVer-
schiebungen

qQr=Tz—X (1)
zu benutzen. Durch die Periodizitatsbedingung
r.t+.4:r.c+A (2)

bzw. q;, 4= q, reduziert sich die Anzahl der von-
einander unabhéngigen Lagevariablen auf V. D.h.,
die Zustandsfunktionen y(...7,...) =y (..., 7_s4,
T _asTgsTas T'ags--.) sind iberhaupt nur dort defi-
niert, wo (2) erfullt ist; ihr Konfigurationsraum
ist also N-dimensional. Summationen iiber z sind
dementsprechend immer nur iiber eine Periode von
N Atomen zu erstrecken:

x=—va,..., —2a, —a,0,a,2a,...,va. (3)
Eine weitere Periodizitdtsbedingung besagt, dal}
stets

Wi ows Tt A o) =Wlas s Fpsas) (4)

ist. Es werden also alle Raumpunkte, die um ganze
Vielfache der ,Kettenlinge“ A4 voneinander ent-
fernt sind, in allen ihren Eigenschaften miteinander
identifiziert. Die gleichen Symmetrieforderungen
stellen wir an sidmtliche Observablen!!; an den
Hamilton-Operator H insbesondere, um im Schro-
dinger-Bild die Zeitunabhingigkeit der Periodizi-
tatsbedingungen (2) und (4) zu gewihrleisten. Ein
einfaches Modell dafiir erhilt man, wenn man sich
die Kette ringformig geschlossen denkt.

Um die harmonische Bewegung als ,,nullte* Na-
herung zugrunde legen zu konnen, nehmen wir fir

chen symmetrisch ist, sondern nur gegeniiber den zyklischen.
Gemeint sind natiirlich alle diejenigen (schmalen) Konfigu-
rationsgebiete, die aus (5) durch irgendeine Umnumerie-
rung der Atome hervorgehen. Wir konnen annehmen, daf} die
Gebiete durch unendlich hohe Potentiale voneinander isoliert
sind, so daB Tunneleffekte nicht vorkommen koénnen. Bei
einer Permutation P geht 1 in (% 1)P v iiber, je nachdem
ob die Atome der Bose-Einstein- oder der Fermi-Dirac-Stati-
stik geniigen.
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das Folgende an, daf}
Iqma_‘h!<a (5)

ist!? fiir alle . Die Verschiebungen ¢, selbst brau-
chen natiirlich nicht klein zu sein, denn die durch

R=y>'r, (6)

X

definierte Schwerpunktskoordinate® kann beliebige
Werte annehmen. Nicht einmal die (der Nebenbedin-
gung 's, = 0 geniigenden) Auslenkungen s,=q,— R
brauchen klein gegen a zu sein, denn die Ampli-
tuden der sehr langen Wellen konnen relativ grofe
Werte annehmen, ohne dal die Harmonizititsbedin-
gung (5) verletzt wird. Die Anharmonizititen be-
handeln wir als kleine Korrekturterme. Die wesent-
lichen Uberlegungen sind jedoch unabhingig von
der Konvergenz der Stérungsrechnung.

Die zu den r, oder ¢, kanonisch konjugierten
Bewegungsvariablen sind die Atomimpulse
pe=mr,=— ih3/9q,=pr.4-
Aus (5) folgen fiir sie die Ungleichungen

|p,+a—pr]<maw.

Damit diese nicht bereits durch die Nullpunkts-
bewegung verletzt werden, miissen wir nach der Un-
schirferelation 0gz Op, =4k 022 verlangen, dal}

mao>th (7)
ist. Der Impuls der Kette ist durch
P=2p: (8)

gegeben. Wir denken uns die Translation absepa-
riert und erhalten die Beziehungen

P=MR— —ihJ/3R.

Der gesamte Impuls der dann noch verbleibenden
Bewegungen s,(z) muf} verschwinden.

Diese aus kleinen Schwingungen der Atome zu-
sammengesetzte Bewegung der Kette kann man sich
bei Abwesenheit von Stérungen in harmonische
Schallwellen s,~cos(kx—w; t+ ;) zerlegt den-
ken1%. Aus der Periodizitdt (2) folgt, daB A/, =
A k/2 7 eine ganze Zahl sein muf}. Wir haben dem-

13 Gemeint ist natiirlich der Schwerpunkt des durch (3)
definierten endlichen Kettenabschnittes. Dasselbe gilt fiir den
Impuls der Kette, ihre Energie u.s.w.

nach die N — 1 Schall-Wellenzahlen

k=%a, *2a,..., tva (9)
mit der Abkiirzung a =27/4. Die Wellenzahlen
k+2ana™! mit ganzzahligem n stellen namlich
genau dieselben Bewegungen der Atome dar wie die

Wellenzahlen k. Die dazugehorige Frequenz ergibt
sich durch einfache Rechnung zu

lak|.

(10)

;=2 sin

Die Wellenamplituden sind neue dynamische
Variable. Wie iiblich definieren wir die Amplituden
der fortschreitenden Wellen'> durch

1 Fp i —ikz
b, — mow,qg,+ —° ,)e (11)
et E (l/ ket P

x

E]b;..[e"/")/:. Diese Definition ist auch dann sinn-
voll, wenn die Schwingungen und Wellen nicht ge-
nau harmonisch sind. Die Faktoren sind so gewahlt,
daf} die Amplituden dadurch dimensionslos und ihre
Vertauschungsrelationen auf 1 normiert werden:

[bk 5 b“],-’] = (Sl.'k' [bk, bk'] =) (12)

und

und damit auch [0, "] =0. Hinzu kommen die
Translationsvariablen (£=0), die wegen w;=0
nicht in natiirlicher Weise dimensionslos gemacht
werden konnen. Wir benutzen die bereits eingefiihr-
ten, anschaulichen Variablen R=R* und P=P*

mit den Vertauschungsrelationen

[R,P]=ih [R,b;] = [P,br] =0. (13)

und

Durch die Gesamtheit der Amplituden b sind die
Auslenkungen s, eindeutig bestimmt und umgekehrt.
Die Umkehrung der durch (6), (8) und (11) de-

finierten Transformation lautet:

N :
Bt V“LZ L (breT e )
2mN - Vwk

und (14)
1 ,"ﬁl /V(U]: ikix_ pL* —il%
PFN”*L’zNZT*(b""e T
¥ (15)

Summiert wird immer nur iiber die in (9) auf-
gefiihrten Werte; der Strich soll daran erinnern,

dafl das Translationsglied (k=0) fehlt.

14 Es gibt hier nur einen Schwingungstyp.
15 Siehe Anmerkung auf Seite 14.
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Oft ist es zweckmiBig, diejenige Darstellung zu
benutzen, in der der Gesamtimpuls P und die
N —1 Schallintensititen b"; by auf Diagonalform
sind. Die Eigenwerte nennen wir & K bzw. n; und
fassen sie kurz durch den Index ¢ zusammen:

o= (K,...n;...)
bzw.
und

P,=h K bk br)o=ny (16)

fir alle k£. Der dazugehorige Eigenzustand ¢, ist
dadurch eindeutig charakterisiert. Die Gesamtheit
der Funktionen

|R,...5,..

stellt diejenige Matrix dar, die in die neue Dar-
stellung transformiert. Die Schallquanten-Zahlen ny
sind nichtnegative, ganze Quantenzahlen, wihrend

die Schwerpunkts- Wellenzahl K die Werte
K=ax (a=2a/A) (17)

mit (beliebigen) ganzzahligen » annehmen kann.
Diese ,,Quantisierung“ des Schwerpunktsimpulses
P, die zu dem diskreten Eigenwertspektrum P,=
h»/A fiihrt, ist eine Konsequenz der Periodizitats-
bedingung (4) bzw.

900*(...7‘1-... E<[<,Il/1l

wR+A4,...5,...)=w(R,...8;...).

Der Operator b"; erzeugt ein Schallquant %, und by
vernichtet eines. Die dazugehorigen Matrixelemente
und den Verlauf der Eigenfunktionen ¢,(...r,...)
werden wir nicht benétigen.

In der neuen Darstellung ist auch die ungestorte
Energie 18

H(O)=P2/2M+Zlh0)k(b.kbk+ 3) (18)
3

auf Diagonalform mit den Eigenwerten

(0)*h2K2 / 1717
E _W+Z Rogngt Y Mok, (19)
k k

Sie setzt sich aus drei Bestandteilen zusammen: der
Schwerpunktsenergie P?/2 M , der Schallfeld-Energie
Y hwpb'b, und der konstanten Nullpunkts-
energie X'} h ;. Wir schreiben

HOY =HO _P/aM=>"hop(b"sbp+ )
k

16 Dafiir gilt das Analogon des zu (5) Gesagten!?: Der
Operator (18) wirkt per definitionem nur in dem durch (5)
abgegrenzten Konfigurationsgebiet und ist daher nur gegen
zyklische Vertauschungen (Ppq) invariant. In einem Gebiet,
das daraus durch irgendeine andere Permutation P entsteht,
soll H(0) genau entsprechend wirken. Mit (18) ist eigentlich
der in dieser Weise ,fortgesetzte“ Operator gemeint, der

und entsprechend £ . Die Quantenzahlen n; sind
wegen (5) nach oben beschrinkt, und zwar muf}
das k-Mittel von |k|n; folgende Bedingung!” er-
fiillen:

(20)

hwpn, <ma®w?

bzw., in ImpulsgroBen geschrieben,

h[k‘;lk<ma(:).

Dies ist eine Verscharfung unserer Voraussetzung
(7) ; diese geht aus (20) hervor, wenn man die Ener-
gie des Schallfeldes (N# w;n;) durch die Null-
punktsenergie (3N h w;) ersetzt und beachtet, dafl
Wy, ~ o ist. Die Bedingung (20) ist vielleicht noch
nicht hinreichend, aber sicher notwendig.

Die anharmonischen Korrekturen sowie die Wech-
selwirkungen der Kette mit ihrer Umwelt werden
durch eine Storenergie HV () beschrieben. Die Ge-
samtenergie H=H©® + HU ~ H© mit den Matrix-
elementen

Hua' = Eaéoa' + Hﬁxla)’ (l)

ist nur dann eine Konstante der Bewegung, wenn
die Wechselwirkungen nicht explizit von der Zeit
abhéngen; die Kette braucht aber keineswegs von
der Auflenwelt isoliert zu sein. Das folgt aus der
allgemeinen Bewegungsgleichung im Heisenberg-

Bild:

dF/dt=0OF(3t+ L[H,F]. (21)
Der Impuls P der Kette ist dagegen nur dann
konstant, wenn die Kette isoliert, das betrach-
tete System also translationsinvariant ist. Da die
Atome untereinander gleich sind, mufl H invariant
sein gegeniiber einer beliebigen 6 Permutation der
Atome.
Im Mittelpunkt unserer Betrachtung steht der
Operator
II=>'hkb" by, (22)
%
den wir als den Pseudoimpuls des Schallfeldes be-
zeichnen wollen; II/h heifit auch® , Wellenzahl-

operator®. Die Bedeutung dieser Grofle, die in der

unabhéngig davon ist, wie man die Teilchen numeriert. Das-
selbe gilt natiirlich auch fiir die Gesamtenergie H(0) +H (1) =H
und den ,,Pseudoimpuls® (22).

17 Es gilt ndmlich

SR wr(nr+3)=2ma?(qria—q2)2 <K Nm w?a®,

und nach (10) ist wx ~ walk]|.
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Wellendarstellung diagonal ist mit den Eigenwerten
II,= Y hkn, (23)
%

ist an den Geltungsbereich der harmonischen Na-
herung nicht gebunden. Bevor wir sie genauer
untersuchen und insbesondere mit dem Impuls der
Kette (P) vergleichen, sollen fiir die spateren Dis-
kussionen die verschiedenen Naherungs- und Grenz-
falle der Theorie kurz charakterisiert werden.

2. Die Sonderfalle

Die harmonische Ndiherung erhdlt man durch

Vernachldssigung der Storenergie:

|HO [ <|HO . (24)
Im Limes H = H® hat man die Bewegungsgleichun-
gen R=0 und by +iw; br,=0. Bei dieser ,unge-
storten Bewegung“ bleiben die Grolen P, b%; by,
H© und IT zeitlich konstant.

In der Korrespondenz-Niherung hat man es mit
Wahrscheinlichkeitspaketen v (...r,...; ) zu tun,
die lange Zeit hindurch so scharf bleiben, daf} sie
durch klassische Konfigurationsraum-Bahnen r,(¢)
approximiert werden konnen. Ihre Unschirfen miis-
sen fast immer die Ungleichungen

6ql<<|qlill_q1'|’ 6Pr<‘Prta_Pt} (25)
befriedigen. Die Langlebigkeit der Schirfe brau-
chen wir hier nicht mehr zu postulieren, denn sie
folgt bereits aus dem ungefahr harmonischen Cha-
rakter der Atomschwingungen:

0'gr < wdqz und O'pr < w Opz.

Nicht wesentlich schwicher als (25) ist die einfache
Beschrankung auf hohe Quantenzahlen:

n; > 1 || >N (26)
(bzw. |K|> 2 7/a). Zwar dhnelt nicht jede Wellen-

funktion, die diese Bedingungen erfiillt, einer klas-
sischen Bahn; doch kann jede mit (26) vertrag-
liche Bohrsche Bahn durch eine Wahrscheinlichkeits-
amplitude v (¢) gut wiedergegeben werden. In die-
ser Naherung ist die obere Schranke (20) beson-
ders zu beachten.

Fihrt man die Annahme (25) gedanklich ins
Extreme durch, so gelangt man zu dem die klassi-
sche Theorie charakterisierenden Grenzfall

h—0.

und

(27)

18 Damit ist ein Schritt der Storungsrechnung gemeint
mit H(1) als Storoperator. Im Beispiel der Anmerkung2*

Er ist natirlich nie exakt realisiert, denn das
Plancksche Wirkungsquantum ist nun einmal eine
von Null verschiedene Konstante. Im Limes h =0
wird gleichzeitig x= ~ und n;= ~ (fiir alle k),
wobei der Schwerpunktsimpuls P =% K=h #/4 und
die einzelnen Schallenergien ¢, =% w;n; endlich
bleiben. Das gleiche gilt dann auch von den sog.
»Schallimpulsen n;, =h kny,, die eigentlich ,,Pseu-
doimpulse“ sind. Alle diese Groflen sind im allge-
meinen zeitabhingig ebenso wie die Summen

II=)"x% und E®=P2/2 M+ EO’
mit E®’ = Z’ & s

die Nullpunktsenergie verschwindet.

Die elastische Niherung definieren wir durch die
Forderung, daf} fast alle vorkommenden Wellen-
lingen-Anderungen grof} gegen die Gitterkonstante
sind. Die Storenergie soll also die qualitativen Aus-
wahlregeln

lakAdn,| <22 und |adK|<2x (28)
(bzw. | 42| < N) befolgen. D.h. die meisten der-

jenigen Uberginge 6— o', deren Matrixelemente
HGy im Vergleich zu & @ ins Gewicht fallen, sollen
in dem durch (28) bezeichneten Bereich liegen.
Diese Bedingung ist kaum strenger als die einfache

Beschriankung auf lange Schallwellen:

lak|<2a. (29)

Es ist namlich erlaubt anzunehmen, dal in einem
Elementarakt!® nur wenige Quanten emittiert oder
absorbiert werden: | An; | ~ 1. Meist wird man sich
bei der Wechselwirkung der Kette mit anderen Kor-
pern auf die lineare Naherung in den Auslenkungen
s begniigen konnen; vgl.(5). Dann ist (der Dipol-
Auswahlregel des harmonischen Oszillators ent-
sprechend) An;= 1, d.h. es kann immer nur ein
Phonon erzeugt oder vernichtet werden. Die An-
harmonizitdten verursachen zwar mitunter auch gro-
Bere nj-Spriinge, doch geschieht dies relativ so sel-
ten, dal man ohne Schwierigkeiten annehmen kann,
Any, bleibe nahe bei 1. Ahnliches gilt von der ande-
ren Auswahlregel (| 4x| < N). Sie ist praktisch be-
reits in der ersten enthalten, denn der in einem Ele-
mentarakt umgesetzte Impuls iiberschreitet die Gro-
Benordnung des dabei ausgetauschten Pseudoimpul-
ses im allgemeinen nur sehr selten. Es ist in der
Regel nicht méglich, der Kette einen groeren Im-

werden in einem Elementarakt N Phononen erzeugt oder
vernichtet.
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pulsbetrag zu iibermitteln, ohne dabei gleichzeitig
Schall anzuregen. Die einzige Ausnahme stellen
duBlere homogene Felder dar, die aber durch die
Periodizitatsbedingungen (2) und (4) ausgeschlos-
sen sind. Beide Annahmen (28) bedeuten, ebenso
wie (29), daB} die Fourier-Zerlegung der Storung
H® im wesentlichen nur lange Wellen (> a) ent-
halt. Dies impliziert u.a., dall die Schwerpunkts-
abhéngigkeit des Storpotentials sehr viel schwicher
ist als die Abhangigkeit von den Auslenkungen:
a|3HW/QR| < |HW |. Die R-Abhingigkeit bringt
namlich wegen der Periodizitdtsbedingungen und
der Identitdit der Atome unvermeidlich die Gitter-
periode a ins Spiel, so dal man es mit Wellen-
lingen-Ubergiingen |2 7/4K | von der GréBenord-
nung a zu tun bekommt. Im Falle der offenen, nicht
periodisch fortgesetzten Kette fallen diese ,,Fourier-
schen®“ Impulse zwar weg; dafiir treten aber kom-
plizierte Randeffekte auf, die sich bei unserem Pro-
blem gerade wieder in duBleren homogenen Feldern
unangenehm bemerkbar machen. Wir beschranken
uns daher in unserer Diskussion des Pseudoimpul-
ses im Falle der elastischen Naherung auf solche
Krifte, die im wesentlichen nur an den langwelligen
Deformationen der Kette angreifen. Eine resultie-
rende Gesamtkraft P ist damit keineswegs ausge-
schlossen; es mufl nur dafiir gesorgt sein, dal}
| AP;| < h/a bleibt.
Der zu (28) gehorende Grenzfall

a—>0

(30)

kennzeichnet die Kontinuumstheorie. Gleichzeitig
mit a=0 wird N=o, m=0 und w= o, und
zwar so, dal} dabei die Kettenlinge A=a N, die
Kettenmasse M =m N, die lineare Dichte 9 =m/a=
M/ A und die Schallgeschwindigkeit ¢ =a o endliche
und von Null verschiedene Werte behalten. Die Gl.
(10) geht dabei in die bekannte Relation w; =c| k|
iiber, und es wird e =c|7;|. Aus der Bedingung
(7) schlieBen wir, daB das Kontinuum nur klassisch
beschrieben werden kann: (30) impliziert (27).
Nach (20) gilt sogar

hla—0, (31)

denn die n; werden unendlich. Dartiber hinaus be-
steht fiir die Energie und den Pseudoimpuls des

19 Aus den Transformationseigenschaften der Ortskoordi-
naten (rz oder R) folgt unmittelbar die ihrer Eigenfunktio-
nen, die in der Schrodinger-Darstellung Produkte von Delta-
Funktionen sind. Wegen der Linearitat der unitiren Opera-
toren kann daraus auf eine beliebige -Funktion geschlossen

Schalls die Schranke
EO' <M c? (32)
bzw. |II | < M c. Die Voraussetzung (31) besagt,

dafl im Kontinuum die Nullpunktsschwingung ver-
schwinden muf}, wihrend die Ungleichung (32)
denjenigen Bereich bezeichnet, in dem der harmoni-
sche Charakter der Schallwelle wenigstens ungefahr
gewahrt bleibt. AuBere Felder von der Art der Gra-
vitation schliefen wir (der Periodizitdtsbedingung
wegen) von der Betrachtung aus.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen kehren
wir nun zum allgemeinen Fall zuriick und wenden
uns der Untersuchung des Schallimpulses zu.

3. Die Verschiebung

Wir gehen davon aus, dall der Impuls
P= —ihJ/3R

eine infinitesimale Translation der Kette erzeugt.
Genauer gesagt: der unitire Operator 1+idlP/h
vergroflert die Schwerpunktskoordinate R um das
Element d/ und lafit die Wellenamplitude b; un-
geandert. Durch Integration kommt man zu dem
unitdren Operator

T, —exp (i L P[h), (33)

der die Kette um ein beliebiges, endliches Stiick [
verschiebt:

TiRT\=R+1, T,PT =P
Tyby T*y=by.

(34)
(35)

und

Der Beweis dieser Beziehungen ergibt sich am einfach-
sten aus der im Anhang] abgeleiteten Hausdorffschen
Reihe in Verbindung mit den Vertauschungsrelatio-
nen (13). Fiir analytisches vy (R) ist die damit dqui-
valente 19 Beziehung

Tip(R,...sp...) =p(R+1,...5,...)
identisch mit der Taylorschen Formel. Nach (4) ist

J4=1, d. h. die Translation um eine Kettenperiode
fiihrt stets zum Ausgangszustand zuriick2°. Trans-
lationen 7;,,4 mit ganzzahligem n sind demnach
untereinander identisch.

werden. Die Umkehrung dieser Aussage ist noch leichter ein-
zusehen.

20 Damit hiangt zusammen 1, dafl die Ableitung der Trans-
formationsformel fiir R in der o-Darstellung Schwierigkeiten
bereitet.
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4. Die Verstellung

Damit vergleichen wir die Wirkung des Pseudo-
impulses I1. Der von ihm infinitesimal erzeugte uni-
tare Operator

U, =exp(ilIl/h) (36)

hat, wie man mit Hilfe der Hausdorffschen Reihe
(AnhangI) leicht bestitigt, folgende Transforma-
tionseigenschaften:

ulRuil:Ra UIPU*IZPs
Uy by Uty = by e 4!

(37)
(38)

und

mit dem dazu hermitesch Konjugierten
u] b“;‘- {u*l = b*]‘- ei ki o

Fiir ganzzahliges l/a, das wir in diesem Falle mit n
bezeichnen wollen, wird diese Transformation be-
sonders einfach und anschaulich:

u u una Pz u'na =Pz-na- (39)

Wir nennen sie dann eine ,,Verstellung® der Kette
um n Gitterkonstanten. Durch sie erleiden die ein-
zelnen Atome gemdl} (5) nur geringe Ortsveridnde-
rungen, und nach (37) ist die mittlere Translation
sogar gleich Null. Hinsichtlich des Deformations-
bildes der Kette!® jedoch wird durch diese kleinen

-
na 9x * na =Y4zr-na>

A x
0

12 3 4 5

Fiir gebrochenes I/a ist die Wirkung des Opera-
tors U; nicht mehr so einfach zu tibersehen. Man hat
sich die Orts- und Impulsvariablen ¢, und p, in
sog. stehende oder laufende Wellen'® zerlegt zu den-
ken. Die einzelnen Variablen werden also nicht mehr
unabhingig voneinander transformiert, wohl aber
immer noch die g, bzw. p, unter sich. Die explizite
Transformationsformel dafiir lautet

sin[a(z—2'—10)/a]

Uy g, Uy = N sin[a(z—2"—1)/a N] 4=
x

(40)

und genau so fur p,. Die dadurch hervorgerufenen
Orts- und Impulsdnderungen sind in jedem Falle
klein gegen die Kettenkonstante @ bzw. gegen ma w,
und im Mittel verschwinden sie; Abb. 2, a), b), ¢).
Sie reichen aber aus, um das Deformationsbild der
Kette wesentlich zu verindern, denn die Ahnlichkeit
zwischen Anfangs- und Endbild ist im allgemeinen
nur gering, s. Abb. 2b.

Die Verschiebung der Kette um ein beliebiges
Stiick / kann durch U; nur dann verhiltnisméBig gut
nachgeahmt werden, s. Abb. 2 ¢, wenn die Variablen
g, und p, relativ glatte Funktionen des Parameters
xsind, d. h. wenn fast immer | g, — ¢.| <|q.| bleibt
und dasselbe fiir die Impulse p, gilt. Das ist gleich-
bedeutend mit der Beschrinkung auf lange Schall-

| x

a)
2x
1
-5-4-3-2-1 M\z 345

Ox
0
“‘V4 '\i{‘
S5-4-3-2 - l 1234 5 -5.4-3 .71

UaYy

x

¢ s

Abb. . Die Wirkung des Operators U ; a) I=a, b) I=3%a,c) l=%a und |ak|<1. Es ist nur ein kleiner Ausschnitt der
Kette gezeigt mit sehr verschiedenen z- und sz-MaBstiben (sz = gz—R). Die in den drei Beispielen verwendeten Hilbert-
Vektoren 9 (...7z...) und ws(...7z...) sind noch nicht antimetrisierte Produkte von Deltafunktionen. Die Atome sind

hier durch ihre Nummern z/a charakterisiert.

Ortsveranderungen (und die entsprechenden Impuls-
anderungen) eine Translation der ganzen Kette um
n Gitterkonstanten vorgetduscht, s. Abb. 2a. Fir
n=N (und ganze Vielfache davon) erhilt man wegen
(2) die Identitat: U,=1. Die Verstellungen U,,
bilden demnach eine zyklische Gruppe endlicher
Ordnung.

wellen. Ist die Bedingung (29) fiir die meisten der
angeregten Wellen erfiillt, so hat das allgemeine U,
wenigstens niherungsweise eine dhnlich anschauliche
Bedeutung wie die Verstellung U,, sie immer und
in aller Strenge hat. Auch solch eine allgemeinere,
mehr oder weniger gute Vortduschung einer Trans-
lation werden wir gelegentlich als Verstellung der
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Kette (um das Stiick I) bezeichnen. In der Kon-
tinuumstheorie (30), (31) kann jede Verschiebung
T, der Kette durch die entsprechende Verstellung U,
genau nachgeahmt werden.

5. Die Vertauschung

Fir die Ortskoordinaten ergibt sich aus (39)
und (1) im Falle n=1 die Transformationsformel
U,r, UWy=r,_,+a; ihr entspricht fiir die Schro-
dinger-Funktionen die Gleichung!?

Up(oooree . )=w(..To q+a...).
Daran sieht man besonders deutlich die Ahnlichkeit
aber auch den Unterschied zum Operator 7,, der ja
die Transformation 7,7, 7°;=r, + a bzw.

Tow(..rp..)=yp(...1.+a...)

vermittelt. Dieser Unterschied besteht offenbar, s.
Abb. 3, in einer (unendlichen) zyklischen Vertau-
schung der Atome, die wir mit P, bezeichnen wol-

len: T—aUs=UsT—y=Ps. In der Zykelschreib-

weise ist

., —va,...),(41)

Y a0
8 9,-9-8-7-6-5-4-3-2-1/|\1 23 4 567862998 x
t I

I

P,=(..,va,...,a,0, —a,..

T X *
oy o5, Ja =R Ua=UaPa
7 8 979-8-7-6-5-4-3-2-1 234 567809-9 X
T 1
Ua¥ t’x‘T 4 u:ffParJ:x‘ Ta

[ X x
Ty ﬁ\ B+ Ja Ua™ UaTa
7 i o ‘1 2345678 9{-9-5 -7 x
|
Abb. 3. Vergleich der beiden unitdren Operatoren
TJa=exp (i a P/h) und Ugs=exp (i a IIk)
bei der periodisch fortgesetzten Kette; »=9, also N=19.

8 9:-9-8-7-6-5-4-3-2-1 236 567809:9-8 x
t 1

2t Auf Grund der in (3) getroffenen Vereinbarung nimmt
dabei der Schwerpunkt!3 (6) um eine Gitterkonstante ab.
Allgemein gilt fiir den durch (42) definierten unitiren Ope-
rator: PR P*;=R—1 und P; P P*;=P.

22 Unter der ,,Gleichheit* der Atome verstehen wir die
Tatsache, dafl sich der Hamilton-Operator H nicht indert,
wenn man sie beliebig umnumeriert: [H, P]=0. Mit ihrer
» Ununterscheidbarkeit“ meinen wir dariiber hinaus, dafl die
Wellenfunktion 1 bis auf Vorzeichen invariant bleibt:
w(i..Prz..)=(F 1P w(..rz...) je nachdem, ob die
Atome der Bose-Einstein- oder der Fermi-Dirac-
Statistik geniigen (Prz = rpz).

d. h. es handelt sich um die unitire Transformation
Pow(ooorpe.)=w(...rp_q...) mit2!

* *
(tr;tpa=r1—a und Pap[‘pa:pz—a-

Den allgemeinen Fall erhalt man durch wiederholte
Anwendung dieser Gleichung oder ihrer Reziproken.
Man kann

U=PrT1=T1 P, (42)

schreiben, wobei die dadurch definierte unitire Trans-
formation P; im Falle [=na eine bestimmte Ver-
tauschung der Atome ist: P,,=P,”. Durch N-fache
Wiederholung kommt man stets zum Ausgangs-
punkt zuriick: P4=1. Fiir gebrochenes //a dagegen
ist, wie wir gesehen haben, der Operator P; be-
deutend komplizierter.

Unser Vergleich der durch den Impuls P erzeug-
ten ,,Verschiebung“ 7; der Kette mit der durch den
Pseudoimpuls II erzeugten ,,Verstellung® U, hat
bisher folgendes ergeben: 1. Die Verschiebung ist
fir beliebige Strecken [ wohl definiert; die Verstel-
lung dagegen exakt nur fiir ganze Vielfache der
Gitterkonstanten. 2. Den beiden Transformationen
ist gemeinsam, dal} das Deformationsbild der Kette
durch sie in der gleichen Weise verdndert wird;
es erfahrt eine Translation. 3. Wahrend aber bei
der Verschiebung T, (z.B.) alle Teilchen der Kette
um eine Kettenkonstante nach rechts befordert wer-
den, bleiben sie bei der entsprechenden Verstellung
‘U, im Mittel an ihrem Orte und ahmen nur (durch
kleine Verriickungen) ihren linken Nachbar in sei-
ner Auslenkung nach. 4. Eine Verstellung der Kette
unterscheidet sich demnach von der ihr entsprechen-
den Verschiebung um eine bestimmte Vertauschung
der Atome.

6. Die Differenz D der beiden Impulsgroen

Die Relation (42) interessiert uns vor allem des-
halb, weil die Permutatitonen P, , der physikalischen
Gleichberechtigung ®> der Atome wegen mit jedem
moglichen Hamilton-Operator 2 der Kette vertausch-

23 Wegen der in der vorletzten Anmerkung erwihnten
Anderung von R durch zyklische Permutation der Atome
miissen wir bei Anwesenheit von duBleren Kréften verlangen,
daB das dazugehorige Potential beziiglich seiner R-Abhingig-
keit die Periode a hat. Das ist eine Konsequenz der Perio-
dizitdtsbedingungen (4). Die allgemeine Forderung besagt,
daB die durch P, hervorgerufene Transformation bj— by e ikl
und R— R - @ den Hamilton-Operator invariant lassen soll.
Fiir solche Krifte, die verschwinden, falls sidmtliche bz=0
sind, ist dies einfach das iibliche Prinzip, nach dem eine
bloBe Umnumerierung gleicher Teilchen den Hamilton-Ope-
rator nicht dndern darf 1.
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bar sein miissen und folglich die unitdren Operato-
ren 7, P, . Konstanten der Bewegung sind. Da P
mit I/ nach (13) vertauschbar ist, konnen sie auf
die Form (U, T_,)"=exp(ina D/k) gebracht wer-
den mit

D=II-P; (43)

es gilt der Erhaltungssatz [H,exp(iaD/h)] =0
bzw. im Heisenberg-Bild

S exp(iaD/h) =0, (44)

vgl. (21). Daraus darf jedoch nicht ohne weiteres
geschlossen werden, dafl die Observable D selbst
eine Konstante ist, denn der Logarithmus eines zeit-
lich konstanten Operators kann sehr wohl zeitverin-
derlich sein. Das liegt an der (unendlichen) Viel-
deutigkeit dieser Funktion in Verbindung mit dem
Matrixcharakter der zur Diskussion stehenden Gro-
Ben. Im Anhang II werden die hier entstehenden
Fragen an einem einfachen Beispiel untersucht.
Durch die ungestorte harmonische Bewegung der
Kette wird der Operator D nicht verdndert, d.h.
[H®,D]=0. Es lassen sich aber leicht mit der
Symmetriebedingung (44) vertrdgliche Operatoren

sind? Dieser Schlufl wire erlaubt wenn aus D, — D
#+0 stets folgen wiirde, da} auch

exp(iaD,/k) —exp(iaDs/k) =0

ist, denn dann mifBten alle dazugehorigen Uber-
gangselemente H., = H5, verschwinden. Der Schluf}
ist aber nicht moglich, wenn es auch nur ein
einziges Mal vorkommt, dal a(D;—D.,)/k ein
nichtverschwindendes ganzes Vielfaches von 2 ist,
denn dann ist der Ubergang ¢ — ¢’ sehr wohl er-
laubt. Diese Voraussetzung fiir den genannten
Schluf} ist in unserem Falle leider gar nicht erfiillt,
denn

Do= > "hkn,—hK, (45)
k

und dies sind nach (9) und (17) gerade die ganzen
Vielfachen von h/A4, vgl. Abb. 4. Die Voraussetzung
ist also sogar unendlich oft verletzt (ndmlich jedes
N-te mal), d.h. es gibt eine unbegrenzte Zahl von
Ubergéingen 6— 0", bei denen D sich dndert, ob-
wohl exp (i@ D/h) konstant bleibt.

Dies kann noch ein wenig anders ausgedriickt
werden. Der Erhaltungssatz (44) fiir exp(ta D/h)
ist fiir D offenbar gleichwertig mit der Auswahlregel

H=H® + HY finden, fiir die [H, D] +0 ist24. ADys=An - h/a (46)
T
w(D)
w(P)
fe  Re
'l-.N '''' ; IN 2N AD/A
-2T 0 P T aD/R

Abb. 4. Das Spektrum von D und P=exp (i e D/h) (= P,) fiir N=19 bzw. »=9. Jedem Eigenwert P,, von P entsprechen

unendlich viele Eigenwerte i @ Dy;n/h=log Py = Log Pi+2 @ in von i a D/k , und umgekehrt. Fiir die Besetzungswahrschein-

lichkeiten gilt demnach: 3 w(Dyn) =w(Py), wobei iiber alle ganzen n (von —oo bis +oo) summiert wird. Die w(P)
sind zeitlich konstant, die w (D) dagegen konnen sich im Laufe der Zeit stetig @ndern.

Besonders durchsichtig wird dieser Tatbestand in
einer Darstellung, in der D (am besten simultan mit
H9) auf Diagonalform ist; wir benutzen die Wel-
lendarstellung o. Gl. (44) besagt hier, dal die

Matrixelemente
Hoo (exp(ia Do/h) —exp(ia Dy/R)) =0
sind. Folgt daraus, daBB H auch mit D selbst
vertauschbar ist, d.h. dall sidmtliche Produkte
Hso'(Ds—Dy) =0

24 Ein physikalisch bedeutungsloses, aber mathematisch
einfaches Beispiel ist H()=b,N+b" N mit a =2 /4. Nach
(13) ist [H(1), P]=0 ; da nun wegen (38)

exp(iall/k) bNexp(—ialllh)=b,Ne 2xi

mit ganzzahligem An, denn das Ubergangselement
H,ymuB} verschwinden, wenn a(Ds;— D.)/h kein
ganzes Vielfaches von 27 ist. Der Erhaltungssatz
fiir die Differenz D dagegen wire gleichbedeutend
mit der ,identischen Auswahlregel“ 4D,=0, also
einer im allgemeinen bedeutend stirkeren Aussage.
Diese wire nur dann mit (46) &dquivalent, wenn
das D-Spektrum keinen einzigen nichtverschwinden-
den ganzzahligen Wert von a4D,/h enthielte. Das
ist aber, wie wir gesehen haben, keineswegs der
ist, gilt [exp(ia Il/R), H1)]=0

und somit auch [H, exp (i@ D/h)]=0. Dagegen ist [H,D] #9,
denn nach (12) ist [bk, /] =F k by und [b"%, I =—hkb;
und daher [H(V, II]1= (h/a) (b,N—b",N)F0.
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Fall. Im Gegenteil: das Spektrum der ,,Phase
aD/h hat sogar die (nichtprimitive) Periode 27 (es
ist dquidistant mit der primitiven Periode 2x/N,
und jeder Eigenwert ist unendlichfach entartet). Die
Auswahlregel (46) ist die notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir, daf} sich die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Eigenwerte (und damit auch
der Erwartungswert) von exp(ia D/k) nicht dndert
(vgl. Abb. 4). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Eigenwerte und der Erwartungswert des Exponen-
ten dagegen kann sich sehr wohl zeitlich dndern,
und zwar stetig. Zu beachten ist, dal der Permuta-
tionsoperator P,=exp(iaD/k) in einem allgemei-
nen Funktionsraum nicht hermitesch ist 23, denn seine
Eigenwerte (e27!"V) sind im allgemeinen nicht
reell.

Oft erweist es sich daher als zweckmiBig, seinen Real-
oder Imagindrteil oder eine Linearkombination davon zu
diskutieren. Wir fithren den Operator

CB) = 7:_“ [/}’—}—sin (; D—p )] (47)

ein, wobei der Parameter f eine konstante Zahl ist. Dieses
C(p) ist stets hermitesch, mit jedem zulidssigen H (¢) vertausch-
bar und hat im Falle | D— (k f/a)| < h/a die GréBenordnung
von D. Im Unterschied dazu ist es jedoch in aller Strenge
zeitlich konstant:

dc®/de=0, (48)

vgl. (21). Der Erhaltungssatz AC_(f)=0 kann auch aus der
Auswahlregel (46) abgelesen werden. Der umgekehrte Schluf3
von (48) auf (46) kann gleichfalls gezogen werden, nur muf}
man mindestens zwei verschiedene Phasen f zugrunde legen.

Wegen der Ununterscheidbarkeit®> der Teil-
chen jedoch ist die Vertauschung P, nicht nur uni-
tar, sondern auch hermitesch, und zwar speziell die
konstante Zahl +1 (der Einheitsoperator). Dal}
das auch im Falle der Fermi-Dirac-Statistik gilt,
folgt aus der Tatsache, daf} jede zyklische Permuta-
tion einer ungeraden Zahl von Atomen gerade ist
(N=2v+1 mit ganzem 7). Die Bewegungsglei-
chung (44) kann also folgendermaflen integriert
werden:

exp(ia D/k) (49)
Aus der Auswahlregel (46) wird dementsprechend
eine einfache Aussage iiber das Spektrum:

D,=nh/a, (50)

d. h. nur solche Zustande 6 = (K,...n;...) kom-
men vor, fiir die der Ausdruck (45) die Gl. (50)

25 Darin unterscheidet er sich vom Spiegelungsoperator S
(vgl. Anhang II), der stets hermitesch ist, weil die von ihm
erzeugte zyklische Gruppe von der Ordnung 2 ist (widhrend

mit ganzzahligem n befriedigt. Diese speziellen Gln.
(49), (50) brauchen aber keineswegs zu gelten,
wenn man es mit verschiedenen Isotopen oder auch
nur Isomeren zu tun hat (die Atome miissen iden-
tisch sein). Die allgemeineren Gln. (44), (46) da-
gegen bestehen dann zwar nicht mehr exakt, aber
doch immer noch in sehr guter Ndherung. Wir wer-
den daher von der in (49) oder (50) ausgedriickten
Symmetrie der w-Funktionen keinen Gebrauch ma-
chen, sondern uns auf die allgemeinen Aussagen

(44) bzw. (46) beschrianken.

7. Die Diskussion der Auswahlregel

Durch die Auswahlregel (46) sind die meisten
Uberginge 6 — 0" verboten: Bei irgendeiner Ande-
rung (k 4K) des Impulses P ist der Pseudoimpuls /7
nur ganz bestimmter Quantenspriinge (2" k Any)
fahig und umgekehrt. Dabei ist im allgemeinen
zu erwarten, daB} diejenigen Uberginge die grofte
Intensitiat haben werden, bei denen P und I/ um
den gleichen Betrag zu- oder abnehmen (4D,=0).
Dann ist die Anderung des Pseudoimpulses (A11,)
ein direktes Mal} fiir die Impulsinderung (4P;)
und umgekehrt. Die iibrigen erlaubten Uberginge
unterscheiden sich davon um eine Art Laue-Inter-
ferenz, die als Umklapp-Proze3 bezeichnet wird. Da-
bei dndert sich der Impuls der Kette um einen be-
liebigen mit A multiplizierten ,,Vektor des rezipro-
ken Gitters“ (d.h. um h-nae™! mit ganzem n),
ohne dal} Schallquantenspriinge An; auftreten. Je-
der erlaubte Ubergang setzt sich aus einer gleich-
zeitigen, gleich groflen Anregung des wahren und
des falschen Impulses und einem Umklapp-Prozel3
zusammen :

RK— D hkny—hK— D hkny—An-ha™t.
Obwohl R k+hna ! genau dieselbe Schallwelle be-

zeichnet wie h kL, hat der reziproke Gittervektor
hier doch einen physikalischen Sinn: die Kette darf
ihren Impuls um einen entsprechenden Betrag &n-
dern. Der Impuls der Kette ist ein MaB modulo hla
fiir den Pseudoimpuls des Schalls und umgekehrt.
Dabei ist zu beachten, dafl die Zahl der erlaubten
Umklapp-Prozesse durch den Energiesatz stark ein-
geschrankt ist; das betrifft vor allem die gréfBeren

die von Pg erzeugte zyklische Gruppe die Ordnung N > 2
hat).
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n-Werte. Die Uberginge in der Nihe von An=0
haben daher in der Regel die groite Wahrschein-
lichkeit. Zu beachten ist, dall die sog. Umklapp-
Prozesse eine durchaus stetige Anderung der Ob-
servablen D (¢) bewirken.

In der klassischen Néiherung, (25) oder (26),
hat die Auswahlregel (46) trotzdem nur geringe
physikalische Bedeutung. Man hat es dann namlich
mit sehr groflen Quantenzahlen zu tun, so dal} fiir
II — P sehr viele verschiedene Quantenspriinge
An-h/a in Frage kommen. In der klassischen Gitter-
theorie, (27) mita + 0, wird die GroBe exp (i a D/k)
ganz unbestimmt, denn der Exponent wichst iiber
alle Grenzen. Die Dinge liegen hier dhnlich wie bei
der Paritdt (vgl. Anhangll), die bekanntlich kein
klassisches Analogon hat.

Dagegen gewinnt in der Kontinuums-Niherung,
(28) bzw. (29), die Auswahlregel (46) ein beson-
deres Interesse. Sie stellt dann ndmlich mit tber-
wiegender Wahrscheinlichkeit den Erhaltungssatz
ADs; =0 dar. Die in (46) zu tberspringenden Inter-
valle h/a sind dann némlich so grof, daf die Um-
klapp-Prozesse unwahrscheinlich werden. Es ist also
im Mitte] 26

|Any |~ |4%| <1 (bzw. |AK|<27/A)
und folglich

|[H,D]|~ |HY AD,|<|HW |h/A4
oder
o [HD|
N c 2

| a@ <2a (51)
d. h. II unterscheidet sich von P nur um eine ver-
hiltnismaBig langsam verdnderliche Grofle. Nimmi
in der elastischen Niherung der Pseudoimpuls des
Schalls zu oder ab, so kann man fast sicher sein,
dalBB damit auch der Impuls der Kette um den-
selben Betrag zu- oder abnimmt, und umgekehrt.
Durch jede Messung des Pseudoimpulses, in der
nur lange Wellen ins Spiel kommen, wird also in-
direkt auch der Impuls gemessen. In vielen Fillen
wird man annehmen konnen, daf} ,,zu Beginn® die
Differenz D verschwindet, z. B. wenn vorher alles
in Ruhe war. Dann besagt (51), dal} langere Zeit
hindurch P ungefdhr gleich 17 ist.

In vielen Fillen wird es moglich sein, die konstante Zahl

so zu wihlen, daB |(a/h)D—f|<1 bleibt. Dann kann D
in sehr guter Niherung durch die konstante Observable (47)

26 Man beachte die an (29) anschlieBende Diskussion,
wonach | Anp |=| 4% |=1 (baw. |4AK |~ a =2 7/4).

approximiert werden:
D= C®) (52)
oder ein wenig genauer:

(a/h)| D—CP| <3} |(a/h)D—F < }|(a/R)D—F| <4 <1.

Die Voraussetzung ist natiirlich im allgemeinen nur dann
gut erfiillt, wenn man es fast ausschlieBlich mit den sehr
langen Wellen zu tun hat.

Auch in der Ortsdarstellung y(...r,...) kann
man den Ubergang von (44) nach (51) einsehen
oder wenigstens plausibel machen: In der Anwen-
dung auf lange Wellen ahmt, wie wir gesehen ha-
ben, der Operator exp (il Il/h) fiir beliebiges | die
Translation exp(ilP/h) relativ gut nach, so dal}
exp[il(I] —P)/k] mit H ungefihr vertauschbar
sein mufl. Die Beschrankung auf lange Wellen be-
trifft namlich nicht nur die Zustinde, sondern?2¢
auch das Stérpotential HV). Infinitesimales [ liefert
die ndherungsweise Vertauschbarkeit der Differenz
D mit dem Hamilton-Operator.

In der (klassischen) Kontinuumstheorie, (30)
und (31), werden aus den Nédherungen exakte Glei-
chungen. Die Auswahlregel (46) diskutiert man
hier am besten in der Form

aZ'kAnk—Az:An'N.

Sie ldBt erkennen, daB nur noch die Uberginge mit
An =0 moglich sind, denn die GroBen o =2x/4,
k, An; und A% = A K/a sind endlich?, wihrend N
alle Grenzen ibersteigt. Die Differenz D ist dem-
nach eine strenge Erhaltungsgrofle:

dD/di—0. (53)

Durch eine einfache Galilei-Transformation kann
man also erreichen, dal zu allen Zeiten I1 =P ist.
Dabei ist allerdings wesentlich vorausgesetzt, daf}
die Krifte nur auf die Schallwellen wirken. Auflere
Felder, die an den Atomen auch bei Abwesenheit
von Auslenkungen angreifen, muflten wir ausschlie-
Ben.

Herrn Dr. Leibfried danke ich fiir Diskussionen und
Ratschlage.

Anhang 1

Unter gewissen Konvergenz- und Stetigkeitsvoraussetzun-
gen, die wir nicht diskutieren wollen, gilt fiir zwei Hilbert-
Operatoren 4 und B die Identitit

edBeA=eldl B. (A1) -

Dabei ist zur Abkiirzung [4] B=[4, B]=A B—B A gesetzt
sowie

[4]°=1, [4]'=[A], [AP=[4][4]...., [A}""1=[4][4]".
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Der Beweis ergibt sich aus der Formel

n
[4]" B= Z (—1)? (':)A” B A"~Y,
v=0 g

die sich leicht durch Induktion ableiten ldfit. Ist 4 mit B
vertauschbar, so folgt aus (A 1), daB auch e4 mit B ver-
tauschbar ist. Insbesondere ist die Exponentialfunktion eines
zeitlich konstanten Operators selbst zeitlich konstant. Dal}
das fiir die Umkehrfunktion, den Logarithmus, nicht zu gel-
ten braucht, soll nun gezeigt werden.

Anhang II

Das zugrunde gelegte Modell sei ein Teilchen der Masse m
in einer Dimension. Die kanonischen Variablen dieses Systems
sind z und p=ma=—ih 3/ mit [z,p]=ikh. Wir be-
trachten den unitdren Operator

S=eiaN (A2)

mit

wobei der Parameter a (von der Dimension g-sec™!) als po-
sitiv vorausgesetzt ist. Die Eigenwerte n des Operators N
sind bekanntlich die nichtnegativen ganzen Zahlen 2, und die
dazugehorigen Eigenfunktionen

®n ~ Hen (V2 a/h 2) exp(—aa?/2 k)

haben die Symmetrieeigenschaft @n(—z)=(—1)%@u(z) .
Da sie ein vollstindiges Orthogonalsystem bilden, ergibt sich
daraus, daB der Operator S=(—1)¥ am Koordinatennull-
punkt spiegelt:

Sy =y(—2). (A4)
Die Gln. (A 2) und (A 3) stellen somit den Paritdtsoperator
als Funktion der kanonischen Variablen dar?%. Die GriBe
ei 7N hingt also, im Gegensatz zu N, nur scheinbar von a
ab: 35/3a=0. Aus S S*=1 und $2=1 folgt sofort, dal S
hermitesch ist mit den (als ,Spiegelungscharaktere“ s) be-
zeichneten Eigenwerten £ 1 (,gerade bzw. ungerade Pari-
tit“). Die mit (A 4) &dquivalenten Transformationsformeln

Sz2S*=—z, SpS*=—p (A 5)

kann man auch unter Benutzung von Anhang I direkt be-
stitigen 29:

el 7 [Nl x=zx cos 7+ (p/a) sin
und

eix[Nlp=pcosmt—zasinz.

27 Es ist oft zweckmifBig, den nichthermiteschen Operator
b= (Vaz+ip/Va)/V2h einzufiihren, denn damit wird
N=b* b mit [b,b*]=1. Der Operator b* erzeugt ein
,Oszillationsquant“ (der Energie h a/m) und b vernichtet
eines.

28 G. Liiders, Kopenhagener Vorlesung (CERN/T/
GL-5, Mirz 1953).

29 Bei Benutzung des Operators b wird der Beweis ein
wenig einfacher: Sb S*=ei7[b0*]1b=bei7=—b und da-

Allgemein gilt fiir beliebiges f, daB S f(z) S*=/f(—2) und
Sf(p) S*=f(—p) ist. Insbesondere ist die kinetische Energie
p%/2 m gegeniiber der Spiegelung S invariant.

Wir wollen nun voraussetzen, dafl auch die potentielle
Energie spiegelsymmetrisch ist: ¥ (—z, —p) =V (2, p) . Dann
ist der Hamilton-Operator H=p2?/2 m+V (z, p) spiegelungs-
invariant (=S H S*) und folglich die Paritit S eine Kon-
stante der Bewegung:

[H, S]=0. (A6)

Man kann nimlich die beiden Operatoren H und S simultan
auf Hauptachsen transformieren; die Basisvektoren sind dann
stationdre Zustdnde und haben zugleich eine wohldefinierte
(,,scharfe®) Paritdt. Daraus folgt, dal die Wahrscheinlich-
keiten w ;. und w_ fiir die MeBergebnisse ,,gerade“ bzw. ,,un-

gerade” (und damit auch der Erwartungswert S=w,—w_
des Spiegelungscharakters) in jedem Zustand des Systems
zeitlich konstant sind. Im Heisenberg-Bild ist

S=(i/k) [H, S]1=0.

Obwohl demnach S=ei®N=(—1)N zeitlich konstant ist,
ist es der Exponent iz N bzw. N im allgemeinen keines-
wegs. Die im wesentlichen einzige Ausnahme ist der Hamil-
ton-Operator p?/2m-+3% m w?2® eines harmonischen Oszil-
lators, wenn a=m w gesetzt wird. Wir wollen ihn als den
ungestorten Hamilton-Operator des betrachteten Systems an-
sehen: HO)=h w(N+13). Es ist also [H(0), N]=0, aber
im allgemeinen [H, N]#0 und folglich der Erwartungswert
N eine Funktion der Zeit. Wie kann es zugehen, daf sich
die Funktion einer zeitlich konstanten Observablen stetig
mit der Zeit dndert?

Die Antwort auf diese Frage beruht offenbar auf der Mehr-
deutigkeit des Logarithmus. Um dies genauer zu verstehen,
betrachten wir die aus der Symmetrie des Hamilton-Operators
folgende Auswahlregel

n—-nnt2 nt4,...

(A7)

fiir die Matrix Hyy: (d.h. An muBl eine gerade Zahl sein).
Sie ist mit dem Erhaltungssatz (A 6) Hquivalent, denn fiir
den Spiegelungscharakter s=(—1)7 gilt genau dann die
.identische Auswahlregel“* s—s (oder As=0), wenn
(A7) erfiillt ist. Man sieht nun, wieso sich der Erwartungs-
wert N=23 nw, mit der Zeit stetig i@ndern kann, obwohl
S-zi (—1)”? wy, sicher konstant bleibt, s. Abb. 5. Die
Forderungen, denen die Zeitfunktionen wy,(f) geniigen
miissen, sind die, daB w,. =2 ws, zeitlich konstant und
w,+w_ =3 wp=1 ist.

Solch einen merkwiirdigen Unterschied zwischen einer
Observablen und ihrem Sinus oder Kosinus kann es in der
klassischen Mechanik nicht geben. Dall der Grenziibergang
zur klassischen Physik problematisch ist, erkennt man daran,

mit auch S b* S*= —b* . Daraus folgen sofort die angege-
benen Formeln fir
r=Vh/2a (b*+b) und p=iyha/2 (b*—D).

30 Es ist seit langem bekannt, daB den diskreten Sym-
metrieoperationen kein klassischer Erhaltungssatz entspricht;
s. E. Wigner, Gruppentheorie und ihre Anwendung auf
die Quantenmechanik der Atomspektren (Braunschweig1931).
Trotzdem lassen sie sich alle als Funktionen der kanonischen
Variablen ¢j und pj= —i h S/3¢q; schreiben.
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Abb. 5. Die stetige Verdnderlichkeit von N
bei zeitlich konstantem S=(—1)N.

daBl A nach (A2) und (A 3) im Nenner eines rein imagini-
ren Exponenten steht. In der klassischen Naherung hat man
es mit einem scharfen Wellenpaket zu tun, d.h. die Un-
schiarfen miissen im allgemeinen die Bedingungen

bz <|z| und Op<|p|

Anmerkung zu G1. (11) auf Seite 4:

15 Zu unterscheiden ist zwischen den ,stehenden®, den
,laufenden* und den ,fortschreitenden® Wellen. Die Ampli-
tuden der laufenden Wellen hdngen mit denen der fort-
schreitenden folgendermaflen zusammen: Qr=) k/2 wk
< (bie+b*_%) und Pr=Vh wr/2-i1(b*:—b_1). Sie entstehen
aus den ¢z und pz durch eine einfache (komplexe) Fourier-
Transformation und gentigen daher Schwingungsgleichungen
zweiter Ordnung. Da sie demzufolge die zwei Freiheiten
e*iwkt und e~ i@kt haben, stellen sie fiir jedes k& noch zwet
in entgegengesetzten Richtungen laufende komplexe Wellen
dar. Dem entsprechen die Realitdtshedingungen Q_;=Q":
und P_j;=P";. Im Unterschied dazu geniigen die by einer
Schwingungsgleichung erster Ordnung, stellen nur je eine
Welle dar und sind voneinander unabhéngig. Diesen Vor-
teilen steht aber der Nachteil gegeniiber, daf3 die zu ihnen

erfiilllen. Das kann nur durch sehr grofle Quantenzahlen n
erreicht werden. Es muf} sogar gelten:

N>O6N>1. (A8)

Die Observable N(t) wird demnach in der klassischen Nihe-
rung relativ sehr scharf, absolut genommen jedoch sehr un-
scharf. Dabei miissen sowohl gerade als auch ungerade n-
Werte vorkommen, denn andernfalls hédtte man zwei zueinan-
der spiegelbildliche Wellenpakete. Die Groen sinzz N und
cos N sind demzufolge vollig unbestimmt, d. h. sie konnen
unter keinen Umstinden als klassische ‘Observable aufgefaft
werden. Ein ,klassisches Wellenpaket® kann nicht symmetrisch
oder antisymmetrisch sein.

Insbesondere korrespondiert die klassische Phasenraum-
funktion —iexpi}(w/h) (a2®+a1p?) in bezug auf die
Zeitabhingigkeit keineswegs mit unserem Operator S. Sie
ist (ebenso wie der Exponent iz N, aber im Unterschied
zu S) eine stetige, im allgemeinen nicht konstante Funktion
der Zeit. Dieses scheinbare Versagen des Korrespondenz-
prinzips beruht auf der durch die Nichtkommutativitdt ein-
gefiihrten Mehrdeutigkeit der Zuordnung. Die meisten der
mit S(z, p) korrespondierenden quantentheoretischen Ope-
ratoren sind vermutlich ebenfalls von der Zeit abhingig,
so z. B.

S'=—iexpi}(a/h)[(a—p)z*— (f1—a™)p?]
‘exp i } (w/k) (f «*+ 7' p?)
fiir f % a oder

"=—iexpi}(n/hR)az®expid(a/h)alp?

oder auch der Operator S, den man daraus durch Vertau-
schung der beiden Exponentialreihen erhilt. Fiir S” 1iBt sich
der Beweis relativ leicht fiihren: S’ ist unitir, und auf Grund
von Anhang I ist §"z §"*=—=z Cos y+p (f*—a!)Siny und
§'p §*=—p Cos y+z(a—f)Siny, wobei zur Abkiirzung
y=a(a—p) (f1—at) gesetzt ist. Folglich ist S"H §S’*—H
im allgemeinen nicht der Nulloperator, d.h. S’ ist im Gegen-
satz zu S keine Konstante der Bewegung. Ebenso sind ver-
mutlich §’, §” usw. (im Gegensatz zu S) abhiingig von der
Wahl des Dimensionsfaktors a.

fiihrende kanonische Transformation keiner einfachen Punkt-
transformation mehr entspricht, sondern Lage- und Bewe-
gungsvariablen miteinander vermischt. Als neue kanonische
Variable kann man hierbei z. B. die mit /2 k& multiplizierten
Real- und Imaginirteile der bz ansehen. Die mit }/2 multi-
plizierten Real- und Imaginirteile der Qj fiir positive k sind
die (auch als ,,Normalkoordinaten® bezeichneten) reellen
Amplituden der stehenden Wellen. Sie sind voneinander un-
abhiingig, geniigen aber Differentialgleichungen 2. Ordnung;
dasselbe gilt fiir die entsprechenden (dazu kanonisch konju-
gierten) Impulskoordinaten. Der Vollstindigkeit halber hat
man sich iiberall noch die Translationsvariablen R und P
hinzugefiigt zu denken, die als Wellen mit k=0 aufgefalit
werden konnen, wobei der Unterschied zwischen stehenden,
laufenden und fortschreitenden Wellen verschwindet.



